Problemsamling i Linjar Algebra II
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Notation

-
A~B

Inklusion. Samma som C .
Matriserna A och B &r radekvivalenta.
Enhetsmatrisen av storlek n x n.
Vektorrummet av alla kolonnvektorer av storlek n.
Vektorrummet av alla polynom i variabeln z.
Vektorrummet av alla polynom i variabeln x av grad < n.
Vektorrummet av alla m X n-matriser.
Vektorrummet av alla kontinuerliga funktioner R — R.
Transponatet av matrisen A.
Det linjéra holjet av vektorerna vy, ..., ;.
Det linjéra holjet av méngden M.
Standardbasen i R™.
Koordinatvektorn for vektorn v i basen b.
Matrisen for avbildningen F' i baserna u och v.
[Fl,.
Nollrummet av den linjira avbildningen F'.
Virderummet av den linjira avbildningen F.
Skalérprodukt.
Standardskaldrprodukten i R™.
Vektorrummet R™ utrustat med standardskaldrprodukten.
Ortogonala komplementet till M.
Ortogonala projektionen pa underrummet U.
Matrisen for koordinatbytet fran u till v

(d v s den matris T' som uppfyller [z], = T'[z]y).
Egenrummet till F' med egenvirde A.
Signaturen av den kvadratiska formen gq.
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Forord

Detta hiifte innehaller évningsuppgifter till kursen Linjir Algebra II vid Uppsala
Universitet. Malséttningen har varit att géra ett material som innehaller savil enkla
instuderingsuppgifter och “standarduppgifter” som mer teoretiskt avancerade pro-
blem, i tillricklig méngd for att kunna anvéndas sjidlvstindigt som 6vningsmaterial
pa kursen. Ett antal 16sta exempel av typtalskaraktir ingar ocksa. Ett férberedande
kapitel tar upp linjira ekvationssystem och grundldggande matris- och determinant-
kalkyl, som &r nodvandiga forkunskaper for Linjar Algebra II.

Denna forsta version av materialet &r nagot preliminér (bland annat saknas facit
till nadgra av uppgifterna). Synpunkter, réittelser och kritik mottages tacksamt av
forfattaren, pa e-post erik.darpo@math.uu.se.

Uppsala 2 september 2009
Erik Darpé
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0. Forberedelser

1. Los nedanstaende ekvationssystem:

a) {x+2y+z 1

T — y+2z=1

b) w+2x+ y+2=0
w— z4+2y+2z2=20
2y — z =2
c) 20 + 3y — 2z =1
2w+ 4z +5 + z=3

w4+2r—- y+ z=1
d) 2w+ z+2y— z=2
dw 4+ 3z — 4y + 32 =0

2 1 0 1 1 -1 1 -1 2
2. Berikna 1 1 2 -1 1 3 1+11 -2 -1
-1 2— 1 2 2 1 0o -1 1

3. Berékna determinanterna av foljande matriser:

a) A:(x 3), x € R,

-1 x
1 1 -2
by B=1|2 0 5 |,
31 0
1 0 1 0
-1 2 -1 3
9C=ly 1 0 1
1 1 1 1
r1 a a a
0 2o a ... a
d) D= eR™™  n>2
0 O a
0 O T
1 0 0 0
1 1 a 0 0
e) E= 000 ER™™ aqeR,n>2.
1 1 1 1
1 1 1 1 1



. For vilka virden pa x € R dr matrisen A =

0. FORBEREDELSER

1 21
. Bestdm inversen av matrisen A= {2 1 1
1 1 1
. Los matrisekvationen
1 1 1 3 0 -1 1
1 -1 2] X=15 2 3 O
1 2 1 -1 2 1 1

. LétS:%(\*/%jf).

a) Visa att S dr inverterbar, och ange dess invers.

b) Bestdm alla 2x 2- matriser X som uppfyller ekvationen SXS~1 = 41,.

== 8

1 1
z 1 inverterbar? Bestam
1 «x

A~ for alla sddana z.

. Visa att ett ekvationssystem med fler obekanta &n ekvationer aldrig kan ha

entydig 16sning.



1. Vektorrum, underrum

9. Vilka av foljande méingder dr vektorrum? Verifiera!

a) R
b) C
¢) Méingden
{f: X =R f(z) # 0 for hogst dndligt manga =z € X'}

med addition (f + g)(x) = f(z) + g(x) och skaldrmultiplikation (Af)(x) =
Af(x) (ddr X &r nagon fix mingd).

d) Mingden
{f: X—>R|IxeX: f(x)#0}

(med vektorrumsoperationer som i férra exemplet).
e) {x € R3 |z + a2+ Taz # 0}
f) {x e R" | Az = Bz} dér A, B € R™*"™ &r tva fixa matriser.
g) {z eR? ||z <1}
10. Visa att:

a) Mingden Rlz] av (reella) polynom i variabeln x dr ett vektorrum.

b) For varje matris A € R™*™ #r méngden N (A) = {z € R" | Az = 0} ett
underrum av R™.

¢) Mingden R}" = {A € R™*" | A = — A} #r ett vektorrum. (Tips: Visa
att den dr ett underrum av ett kint vektorrum.)

11. Visa att om M och N dr underrum av ett vektorrum V', sa dr dven M NN ett
underrum av V.



2. Linjart holje, linjart beroende
och oberoende

Exempel 1: Lat f(z) =z, g(z) =1 — x och h(z) = 1 + z. Bestdm underrummet
av R[z] som spdnns upp av f, g och h. Avgér om f, g, h dr linjirt beroende eller
oberoende.

Losning: En godtycklig linjirkombination av f, g och h har formen
ALf (@) + A2g(@) + Ash(z) = (A2 + A3) + (A1 — A2 + Ag)w

och har alltsd grad hogst ett. For ett allmént forstagradspolynom p(z) = a + bz
géller p(z) = M f(z) + A2g(z) + Ash(x) om och endast om

A+ A3 = a
AM — X+ X3 =0b

vilket dr ekvivalent med

)\1:a+b—2t,
Ao =a—t, teR.
A3 =1,

Eftersom systemet alltid &r 1osbart géller alltsa p € [f, g, h] for varje forstagrads-
polynom p, och [f, g, h] = Rz];.
Ekvationen Ay f(z) + A2g(z) + Ash(x) = 0 har de icke-triviala 16sningarna

w)=¢(3), ter{0)
) (71 ) ’ h
sa f, g, h ar linjirt beroende. O

Exempel 2: Avgor for vilka virden pa konstanten a € R som féljden (é) , ((1)) ,

1 .
( al) i R? #r linjirt oberoende.

Lésning: Foljden &r linjart oberoende om och endast om ekvationen Aq (é) +

Ao ((1)) A3 ( (111) = 0 enbart har den triviala l6sningen \y = Ay = A3 = 0. To-

. .. . . 111 .
talmatrisen for ekvationen dr A = ((1) 01 ), och dess determinant
a—

11 1

10 1 =1+a—a2=—<a—1_\/3> <G_1+\/5>.
2 2

0 a 1

Nu &r foljden linjirt oberoende < det(A4) #0 < a # %g O



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Vilka av foljande méngder spanner upp R3?

(8- (0 (D) b {(1)- (1)}
o {()-(0)(1)-()) o {().G

Vilka av mingderna a) — d) i uppgift 12 dr linjart oberoende?

For vilka virden pa den reella konstanten b dr vektorerna

0 ? 240
U1 = 1 , U2 = % »y U3 =\ 1
—1 1 2

i R* linjirt oberoende?
Delrummet M av R* spinns upp av vektorerna

11 g 5 11

— - — — — [ 2 — -

Uy = 0 , U = , Uz = 1 , Ug = 3], U5 = 9 .
1 1 -3 1 4

4
Avgor for vilka virden pa konstanten a € R som vektorn v = (“%’3) tillhor
a—4

| e ]

delrummet M.

Underrummen U C¢ W C R3 definieras som

=[] = [ ()

Avgor om inklusionen U € W ir #kta, eller en likhet. Ar inklusionen W C R?
dkta?

Lat M och N vara underrum av R* definierade genom

w0 =100 ()

Bestéam en nollskild vektor v € R* sadan att u € M N N.

1 2 1
Lat u; = < ¢ ),uQ: (%) , Uz = <‘21> och N = [uy, ug, us).
1 1 1

0 2
a) Avgor om vektorerna v = ( E ) och w = (%) tillhor V.
-11 1

2—a
b) Avegor for vilka viirden pa konstanten a € R som vektorn u = (1_22“)
1
tillhor N.

¢) Beskriv N som losningsmingden till ett homogent linjéirt ekvationssystem
i fyra obekanta.



19.

20.

21.

2. LINJART HOLJE, LINJART BEROENDE OCH OBEROENDE

Lat uq,us, v, vo vara vektorer i ett vektorrum V', sadana att

up = v + v2,

Ug = V1 + 2vs.

Visa att uj,us ar linjart oberoende om och endast om vy, ve &ar linjért obero-
ende.

Avgor om foljden » — 1, 22 — 2, 23 — 2% i Rlx]3 dr linjirt beroende eller
oberoende.

Visa att for varje f6ljd av vektorer vy,...,v; € V i ett vektorrum &r féljande
tva pastaenden ekvivalenta:

(i) Vektorn v; &r en linjirkombination av de 6vriga: vi,...,vj-1,Vj41,... vy,

(11) [’Ul,.. .,vj_l,vj+1,. ..’Ul] = [’Ul . .’Ul].



3. Bas, dimension

Exempel 3: Bestdm en bas i 16sningsrummet L C R* till ekvationssystemet

1+ T2 =23,
To + T3 =Ty4.

Ldsnmg:ViharxeL@szO,dérA:(l 1 -1 0).

01 1 =1
1 0 -2 1 2s—t 2 —1
~ .. . _ — s+t _ —1 1
A (O 11 _1> ger l6sningen x < : ) s((l))—i—t((l)),s,teR.
2 -1
Da <_11> och < S ) ar linjart oberoende, bildar dessa en bas i L. O
0 1

Exempel 4: Underrrummet M av R* spinns upp av vektorerna

i 1 i 1 0
Ul = 1 5 u2 = 0 5 U3 = 2 s U4 = 1 s u5 = 9 .
1 0 2 0 1

a) Finn en bas i M bland dessa vektorer.
34+a
b) For vilka virden pa konstanten ¢ € R tillhor vektorn v = ( 334 ) underrum-
2+2a
met M 7?7 Ange, for dessa virden pa a, koordinaterna for vektorn v i den bas

som du valde i del a) av uppgiften.

Lisning: Vi lser bada delarna av uppgiften samtidigt. Vektorn v € R* tillhér M
om och endast om det finns reella tal \1,..., A5 € R sadana att

AU + Ao + Azug + Agug + Asus = 0.

Detta ar ekvivalent med att det linjéra ekvationssystemet

2 1 3 1 1 3+a
LD () n (8- () o
1 0 2 0 1 2+2a

ar losbart.
Systemet 16ses med Gauflelimination:

21 3 1 1| 3+a 1 11 1 0 3
1 1 11 0 3 0 -1 1 -1 1{a—-3
1 0 2 1 -2|3+a 0 0 0 1 -3 3
10 2 0 1124 2a 0 0 0 0 0|a+2

Detta system #&r losbart om och endast om a +2 =0, d v s om och endast om
a = —2. Det foljer att v € M < a = —2. Dessutom dr dim M lika med rangen av
koefficientmatrisen, d v.s 3.



8 3. BAS, DIMENSION

I den sista matrisen har vi pivotelement i kolonn 1, 2 och 4 vilket medfér att
u = (u1,u2,uq) utgdr en basi M.

Antag nu att a = —2. Den sista matrisen reduceras da till
1 11 1 0| 3 10 2 0 1]|-2
0 -1 1 -1 1]-5 01 -1 0 2|2
0 00 1 -3| 3 00 01 =33
0 00 0 o0}]O0 00 00 0O
! —2-25—t
o A2 24521 ST
med l6sningarna §3 = < 5 ) , s,t € R. Detta ger alla mojliga 16sningar
4
As t
till ekvationssystemet (1) i fallet d& a = —2. Speciellt, om vi véljer s = ¢ = 0 far

vi l6sningen A\ = —2, Ay = 2, A3 =0, Ay = 3, A5 = 0. Insatt i ekvationen (1)
ger detta
(—2)us +2us +3ug =v

om a = —2. (Hur syns detta direkt i den sista matrisen?)

Svar: a) u = (u1, ug, uq) utgodr en bas i M .
b) ve M < a=—2.1detta fall &r [U]E:(t;). O

22. Vilka av mingderna i uppgift 12 utgor baser i R3 ?

23. Lat
U={x€]R4|x1—a:3—|—23:4=00cha:1—a:2—|—a:3—x4:O}C]R4.

Finn en basi U.

24. Givet u = (é) och v = (?), finn w € R3 sd att (u,v,w) bildar en bas i R3.

25. Delrummen M och N av R* ges av

=[50

N = {z € R*| 7wy + 4z5 — 2324 = 225 — 323 — 5xy =0} .

Bestdm en basi M N N.

26. Lat U C R* vara det linjira holjet av vektorerna

| Y e (D) (2 ; 9

— — — — 1 — 2 — —

v = 2 , V2 = —2 , V3 = 0 , Vg = 2 , U5 = -2 , Vg = 4 .
-1 1 1 0 2 -3

Bestédm en bas i U, och ange koordinaterna for vy, ..., vs i denna bas.

27. Lat A1, Ao, Az, 1, f2, t3 € R. Visa att vektorerna

A1+p1 A1+p2 A1tps 3
Aotpr |, | Aetpe |, | A2tus eR
Az+p1 Az+p2 Az+p3

ar linjart beroende.



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Delrummet M C R* spénns upp av vektorerna

2 -1 -7 3

—1 5 —2
U1:<2>, U2:<%), U3:<1), ’U,4:< )

1 -1 -5

a) Bestdm en bas b for M bland de givna vektorerna.
—2a—-5
b) Bestdm a € R sa att vektorn v = < a+3 > tillhor M.

a—1

N

¢) Med konstanten a € R som i b), bestim koordinaterna fér v € M i b.
d) Utvidga b till en bas i R%.

Bestédm en bas i underrummet U C R[z]3 som spénns upp av
fl(l') = xQ + 1) fQ(x) =+ 2) ,f3(x) = 2‘]:2 - T, f4($) = 2$3 —1.

Utvidga till en bas 1 R[z]s.

Lat u = ( %1) € R3, medan v € R3 har koordinatvektorn [v], = (jl) €R3

med avseenzle pa basen b = (b, ba, b3), dir

n=(3): n=(1) w=(1).

Bestdm koordinaterna for vektorn v — v i standardbasen.

Lat
En=(40), Ei2=(04), Ea=(98), E2n=(39).
Visa att (Elh Elg, Egl, EQQ) ir en bas i ]RQXQ.

Lat u, v, w vara tre linjért oberoende vektorer i ett vektorrum V', och a en reell
konstant. Lat U = [y, y2, y3], ddr

y1:u+(a+1)v+wa
Y2 =u+ (3 —a)v + aw,
ys = au+2v+ (2 — a)w.

Bestdm dim U for varje virde pa a € R.
Lat RX beteckna vektorrummet av alla funktioner fran miingden X ={1,2, 3,4}

in i R. Bestdm en bas i R¥, och berékna koordinaterna i denna bas for funk-
tionen g : X — R, som ges av

g(1) = 11, 9(3) = =3/2,
9(2) =7, g(4) =5
Bestéim dimensionen av rummet R3? = {A € R3*3 | A* = —A} av antisym-

metriska 3 x 3-matriser.
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35.

36.

37.

3. BAS, DIMENSION

Lat U vara miingden av alla polynom i R[z]; som #r delbara med 22 + 1. Visa
att U C Rx]4 #r ett underrum, och bestdm en bas i U.

Lat V vara ett dndligt genererat vektorrum, och M, N C V underrum sadana
att V = [M U N]. Visa att

dimV =dim M + dim N — dim(M N N).

Lat V vara ett vektorrum och b = (b1,...,b,) en bas i V. Visa att funktionen
¢:V = R" v [v], dr bijektiv och uppfyller

p(Au) = Ap(u),

pluto) =e) +e@), o auveV, AcR.
Au) = Ap



4. Linjara avbildningar

Exempel 5: Bestdm matrisen for den linjara avbildningen
F: Rlals = Rlals, f(z) > 2f"(2) + f(z)

i basen b = (1, z, 22, 23).

Losning: Direkt berdikning ger

F(1)=1, F(z) =z, F(z?) = 2z + 22, F(2®) = 622 + 2°

varvid

[F'(1)]y = (8)  [F(a))y = (

Matrisen for F' blir darfor

=HOOO
N—

ocoro
"
=
8
(]
=
=
Il
7N
oo
"
=
8
w
=
=
Il
7N

‘ ‘ 10 0 0
01 2 0

— z 1_2 1_3 -
[Flo = | FO)L [F(2)]s [F(| e [F(| e 00 1 6
0 0 01

r1+x
38. Avbildningen F : R? — R3 ges av F(z) = (—2m11+mz2—m3 )

Tr2+x3
a) Verifiera att F' dr linjér.
b) Bestim den matris A som uppfyller F(z) = Az for alla vektorer z € R3.

¢) Visa hur bilderna av standardbasvektorerna kan avldsas i matrisen A.

39. Avbildningen F : R?® — R? &r linjér och uppfyller

r(3) =) 7 (1)=()

Bestdm a) F(%), b) F(_(l)l), och ¢) F(i).

40. Avgor vilka av foljande avbildningar R™ — R”™ som &r linjéra:

122 1

T2T3 i; é;g
F(x) = : , H(z) = , L(z)= : , N()=0
Tn—1Tn . nén
TnTi Tn—1
i o
G(z) = : , I(ar)=<;>7 M(z) = —=,
Tpn—-1+Tn 0
Tn+T1
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

4. LINJARA AVBILDNINGAR

Avbildningen F : R? — R? &r linjér och uppfyller F(u) = 2u och F(v) = —v,
dér u= (Z7) och v = (}). Bestdm matrisen for F i standardbasen.

Avbildningen F : R?® — R? #r bestimd av
o) (). #(§)-

Ange F':s matris i standardbaserna.

Den linjira avbildningen F : R? — R? ges i standardbasen av matrisen A =
11-1

( 120 ) . Avgor for vilka hogerled y € R? som ekvationen F(z) = y #r losbar.

Lat F : R?® — R3 vara den linjira avbildning som geometriskt beskrivs som

projektion pa planet 7 = {x € R® | ;1 — 225 — 23 = 0} lings linjen [ = [(i)]

a) Bestdm matrisen for F' i standardbasen.

b) Bestim matrisen i standardbasen for den linjéra avbildning G : R® — R3
som geometriskt beskrivs som projektion pa linjen [ parallellt med planet
.

Visa att avbildningen F : R[z] — R[z], f(z) — (2? + 1) f(=) ir linjér.

Tva baser u = (u1,u2,u3) och v = (v, v9,v3) i ett vektorrum V ir relaterade
genom sambandet

Uy = U1+ v+ 3,
Ug = V| — Vg + V3,
uz = V1 + va.

Den linjéra avbildningen F' : R?® — R3 definieras genom F(u;) = v; for i =
1,2, 3. Bestdm matriserna [F, och [F]yy.

Den linjira avbildningen R, : R? — R? ges som rotation i positiv riktning
med vinkeln « € [0,27], och P : R? — R? som projektion lings den andra
standardbasvektorn pa den forsta (sa att P(e1) = ey, P(ez) = 0). Bestdm
matriserna for PR, och R, P i standardbasen.

Lat u € R? vara en vektor av lingd ett (d vs |u| = /ueu = vutu = 1), och
lat F : R3 — R3 vara den linjira avbildningen F(z) = u X .

a) Bestdm F:s matris i ndgon bas i R3.

b) Visa att F? = —F.

Lat V vara ett vektorrum, och F' : V' — V en linjir avbildning. Visa att de
vektorer v € V' som uppfyller F'(v) = —v bildar ett underrum av V.

De komplexa talen C utgor ett (reellt) vektorrum av dimension tva. Visa att
for varje komplext tal z € C dr avbildningen m, : C — C, w +— zw linjar.
Bestdm matrisen for m, i basen (1,3).
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51. Lat D : R[z], — R|z],, f— f' vara deriveringsavbildningen.
a) Visa att D : R[z], — R[z], &r linjdr.

b) Ange matrisen f6r D med avseende pa nagon valfri bas i R[x],.

52. Lat J: R[z]zs — R[z]s vara avbildningen som ges av

s = [ Ilf(t) d.

a) Visa att J &r linjér.

b) Bestim J:s matris med avseende pa baserna b, = (1,z,2?) och by =
(1,7, 2%, 23) i R[z]2 respektive R[z]s.

53. Lat V och W vara vektorrum av dimension n respektive m, och v och w baser
i V respektive W. Méngden L£(V, W) av linjira avbildningar V' — W &r i sig
sjdlv ett vektorrum. Visa att avbildningen ¢ : L(V, W) — R"™*", F > [Fly,
ar linjar och bijektiv.

54. Visa att tva dndligt genererade vektorrum har samma dimension om och endast
om det existerar en bijektiv linjar avbildning dem emellan.



5. Nollrum och virderum,
dimensionssatsen

Exempel 6: Bestdm nollrum och varderum till avbildningen

1 2 1 2
F:R*SR? z—Ax dir A=|2 -1 -3 —6
-1 3 4 8

Losning: En vektor z € R* ligger i AN(F) om och endast om F(x) = Ar = 0.
Gauflelimination ger

102 1 2\ mow (/1 2 1 20\ =2 /1 2 1 2
A=|2 -1 =3 —6¢| = (0o =5 —5 —10] X% [0 1 1 2
1 3 4 8 0 5 5 10 0000
10 -1 -2
2l 11 2
00 0 0

Ekvationen F'(x) = 0 har alltsa losningen (séitt s = x5, t = x4)

1 2
x:s<11>+t(01>, s, teR
0 1
—— =

Ul u

och dirmed #r (u1,us2) en bas i N(F).

Virderummet V(F') spdnns upp av kolonnerna i A, som vi betecknar med
Ae1, Aoz, Aes, Aey. Vi forsoker finna en basiV(F') bland dessa, genom att bestimma
vilka av kolonnerna som kan skrivas som linjirkombinationer av de évriga. Ekva-
tionssystemet

AMAe1l + AoAe2 + A3Aes + AgAes =0 (5.1)

har totalmatris A, och samma berikning som i fallet med nollrummet ovan ger

A1 1 2
ig zs(ll)—i—t(ol), s,teR.
A4 0 1

Inséttning av (s,t) = (1,0) ger relationen Ae; — Aea + Aoz = 0, sa i synnerhet giiller
Aez € [Ae1, Ae2]. Pa samma siitt fas 24¢1 — Az + Aeqa = 0 0ch Agy € [Ae1, Ae2]
genom inséittning av (s,t) = (0, 1). Detta innebér att V(F) = [Ae1, Ae2].

For att inse att A1, Aez &r linjirt oberoende kan man betrakta losningar till
ekvationen AjAe1 + A2Ae2 = 0 eller, ekvivalent, 16sningar till (5.1) som uppfyller
A3 = Ay = 0. Men A3 = s och Ay = t, sa enbart den triviala losningen A\ = Ao = 0
aterstar. Detta visar att Aq1, Aeo dr linjirt oberoende. O

14
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Anmdrkning: Naturligtvis kan man se direkt att kolonnerna Ae1, Aeo &r linjért
oberoende. Poéngen med beviset for linjart oberoende ovan dr att demonstrera en
metod som fungerar for godtyckligt antal kolonner. I allménhet géller att om I C N
ar numren pa de kolonner i den reducerade trappstegsmatrisen till A som innehaller
pivotelement, sa dr (Ae;)icr en bas i kolonnrummet till A.

55. Lat F : R* — R3 vara den linjira avbildning som ges av
4r1 + x9 — 223 — 314
Fz)=| 221 + 22+ 23 — 424
6x1 — 923 + 924

a) Avgor vilka av f6ljande vektorer som ligger i viirderummet V(F):

= (3) = (1) = (1)

b) Avgor vilka av foljande vektorer som ligger i nollrummet N (F):
3 0 0
n=(3) (1) - (3)
0 1 0

56. Bestdm en bas i nollrummet till avbildningen F : R? — R2, som i standardba-

. 1 2 2
serna ges av matrisen A = (2 9 1).

57. Avgor om foljande avbildningar dr linjéra. I de fall de ar det, bestim baser i
nollrum och vérderum.

a) F:R* - R? F(x) = (xl—;ajxi ;a:?)’
b) G:E3 =R, x~ (z,z),

f(0)
c) H:Rlz]z —» R3 f(x)— <f’(0)).
f(0)

58. Bestdm baser i nollrum och virderum for foljande linjara avbildningar:

1 -1 1 -1
a) F:R* R o Ax,dir A= (2 -3 1 2 |;

3 2 8 =3
b) G:Rlz]ls — Rlzls, f(z) — [ f(t)dt —xf(z).

59. Konstruera, om mgjligt, en linjir avbildning F : R? — R? sddan att N (F) =

[(3)] oer
(3)

00
60. Lat F:R* - R 2 +— Az, dir A = ((1)8
10

bas i N(F)NV(F).

01
(1)8). Bestdm en bas i N'(F?) och en
00
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

5. NOLLRUM OCH VARDERUM, DIMENSIONSSATSEN

Ge, genom att ange dess matris i standardbasen, exempel pa en linjéir avbild-
ning F : R? — R? for vilken N'(F) = V(F) = [(})].

Den linjéra avbildningen F' : R* — R® definieras genom F(z) = Az for alla
x € R*, dir A € R?** har egenskapen att Az = 0 endast om = = 0. Bestdm
dimensionen hos N'(F) och V(F).

Lat F : V — W vara en linjir avbildning mellan &ndligt genererade vektorrum.
Visa att

a) om F &r injektiv, sa dr dim V < dim W,
b) om F &r surjektiv, sa dr dim V' > dim W.

Visa att nollrum och vérderum till en linjar avbildning F' : V' — W ar underrum
av V respektive W.

Lat
R2><2 :{A€R2><2|At:A}

sym

2x2

vara mingden av symmetriska 2 x 2-matriser, och F : R* — RS, m den linjdra

avbildning som ges av

Flz) = <x1 —z3 T9 +x4) .

T2+ x4 T3 —T1

Bestém en bas i N'(F) och en bas i V(F).

a) Lat F : V — W vara en linjir avbildning mellan dndligt genererade
vektorrum, och U C W ett underrum. Visa att U' = {v e V | F(v) € U}
ar ett underrum av V.

b) Bestim en basi U’ om F : R® — R3 ir avbildningen som i standardbasen
ges av matrisen

am (1 5T e v (1)) cw
= — =1(2 .
Lo o) ’



6.

67.

68.

69.

Radrum, kolonnrum, rang

Lat L C R3 vara en linje genom origo, och P C R? ett plan genom origo,
sadana att L ¢ P. Om A &r matrisen i standardbasen for projektionen lings
L pa P, hur manga linjért oberoende rader har da A 7

Lat A € R**5 och rang(A) = 3.

a) Bestdm dimensionen hos losningsrummet till ekvationen Az = 0.
b) Avgér om ekvationen Az = b ir losbar for alla b € R*.

¢) Om ekvationen Az = b dr 16sbar, hur manga linjért oberoende losningar
finns det?

Lat V vara ett vektorrum, och u = (u1, u2,us) en bas i V. Den linjira avbild-
ningen F : V — V har matrisen

1
A=10 1 -1
2
i basen wu.

a) Bestdm rangen av matrisen A.
b) Fér V =R[z]y och u = (1,z,2%), ange F(z* — 1) .

17



7. Skaldarprodukt

70. Givet en ON-bas (e1, ez, e3) i ett euklidiskt rum V', bestém |3e; + 4ea — bes|.

71. Tvavektorer u och v i ett euklidiskt rum V uppfyller |u| = 2, |v| = 4, |u+v| = 6.
Bestam (u, v).

72. Lat V vara ett euklidiskt rum.

a) Visa, utan att anviinda Pythagoras sats (t. ex. genom att imitera beviset
av denna), att
u—vf* = Jul® + [v]?

om u och v ar ortogonala.

b) Visa parallellogramlagen:

lu+v]? + |u—v]? = 2|ul® + 2[v|?.

73. Tre vektorer u, v och w i ett euklidiskt rum uppfyller
2< lu—v| <3, v—w| <L

Visa att 1 < |u —w| < 4.

74. Givet en vektor v i ett euklidiskt rum V, 1&t vt = {u € V | {(u,v) =0} C V.

a) Visa att v* &r ett underrum av V.

b) Vektorrummet R[z]s dr utrustatr med skaldrprodukten

1
<fag>=/0 f(x)g(z)dx .

Bestiam en bas i 1+ C Rz]s.

1 1

75. Lat A= (1 9

) € R2*2,

a) Visa att (z,y) = 2' Ay #r en skaldrprodukt i R
Tips: Problemet dr att visa att den dr positivt definit.
Ledning: Kvadratkomplettera.

b) Bestédm det ortogonala komplementet till vektorn v = (1) med avseende
pa denna skaldrprodukt.

18



76.

77.

78.

19
a) Visa att
1
() = | f@go)do
-1
definierar en skalérprodukt pa R[z]s.

b) Bestdm projektionen av f(z) = x? pa underrummet R[z]; C R[z]s med
avseende pa denna skalidrprodukt.

En skaldirprodukt (, ) ér definerad pa R3 pa sa sitt att

= (1) = () 0= (7)

bildar en ON-bas. Bestdm (e;, e;) for ¢,5 = 1,2,3, dér (e1, eg, e3) dr standard-
basen i R3. Ange en matris A sadan att (z,y) = 2t Ay.

Visa att varje ortonormerad méangd i ett euklidiskt rum &r linjart oberoende.



8. Gram-Schmidts algoritm,
ortogonal projektion

Exempel 7: Lat U = {(%) , <_%1> ) (?) , < (%) )] C E4.
1 1 1 -1
a) Bestdm en ON-bas bi U.
b) Utvidga b till en bas i E*.
Lésning: a) Vi tillimpar Gram-Schmidts algoritm. Beteckna de vektorer som spéin-
ner upp U med vy, ...,vs. Den forsta vektorn i b fas genom att normalisera vs:
1 1 1
= ”Ulel = T 121;1 =5u1-
Dérefter konstrueras fran vy en vektor 72 som ér ortogonal mot by:
5 Vg, U1 -1 3 1 /-7
= e == et = (1) <3(1) =1 (1)

Andra ON-basvektorn fas genom att normalisera vs:

SR
A VT A A

-3 1 -7
Analogt konstrueras 03 = v3—(vs, b1)b1 —(vs, ba)by = ( 3 )—% <%)—% ( : ) =0.
1 1 1
Detta betyder att vs € [b1, ba] = [v1, v2]. Denna vektor kan alltsa ignoreras. I nésta
steg behandlas vy:

~ < b >b < b >b (1) 1 % 5 _17 1 143
Vg = Vg — (VU — (. = — — — — .
4 4 4,V1/01 4,02/02 31 4 % 76 ? 19 285 ’
1 4
by = — (13).
’ 874 (285)

1 -7 4
Var ON-bas i U blir alltsd b = (b1, b2, b3) = l<1),#<1 ),L(B)).
b= (b1,b2,b3) <2 1) oavm\ s ) s g

25
b) Vivet att U = [b] = [v1,v2,v3,04] = [v1,v2,v4]. Vi séker en vektor z € E* som
dr ortogonal mot U, eller ekvivalent (v;, ) = 0,14 € {1,2,4}. Villkoret (v, z) =0 &r
ekvivalent med 1-21 +1- 29+ 1 23+ 124 = 0. Nir vi pa samma, sitt stiller upp
ekvationer for (ve, z) = 0 och (vy, x) = 0 far vi ett homogent linjért ekvationssystem

med totalmatris

1 11 1\ your 111 s 2\ 12003 /100 2\ you3 /100
(—1121)2261(232)”‘%'3(0 4)2~3(01 71) 3\/3(01075),
011-1 11 011-1 001 4 001 4

2

1
0
0
2F 5
Saledes &ér x = t(4">, t € R, och by = = (4") &r en enhetsvektor ortogonal
-1

b1

1
1
1
1

i =l=]
—H=O
=)

V46
mot varje vektor i U, i synnerhet mot by, bo, b3. Dérmed &r b = (b1, b, b3, by) en
ON-bas i E*, som utvidgar b. O

20
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1 1 1

Exempel 8: Lat U = [(6) , (%)} C E* och v = (%) € E*. Finn den vektor
0 2 1

u € U som ligger nirmast v. Ange avstandet mellan v och U.

Losning: Den vektor i U som ligger ndrmast v &r den ortogonala projektionen u =
Py (v) av v pa U. Vi beskriver tva mojliga sitt att finna Py (v):
Variant 1: Om (u1,ugz) dr en ON-bas i U, sé dr Py (v) = (v, u1)u1 + (v, ug)us. Vi

=

bestdmmer en ON-bas med Gram-Schmidt: I férsta steget ar u; = % § ). Sedan
0

1
tar vi projektionen av (%) pa det ortogonala komplementet till u;:

e (D500 - ()30~

D = b

0
0
1] -
2

= =((1)- = (1) (D) ()= (1)) = (1)
(15 -55)

Variant 2: Hir utnyttjar vi att Py(v) dr den unika vektor i U som uppfyller
(v—Py(v)) L U. Lat v1,v2 € U beteckna de tva givna vektorer som spianner upp
U. For en godtycklig vektor u = x1v1 + xove € U géller

S Ar=w

u, v2) = (v, vz) x1{v1,v2) + x2(V2, v2) = (v, V2

(v—u)J_U(:){

ase = ([ o) = (3 2) o= (3] = () e

detta ekvationssystem far man (33) = 15 (54 ), d vs

7 22 1 /13
Py(v) =u=——v + —vg = — (%g) :

(u,v1) = (v, v1) o {x1<v1,v1) + 29 (va, v1) = (v, v1)

Avstandet mellan v och U blir [v — u| = [v — Py(v)| = 15

_5 )
—4
O

79. Avgoér huruvida nedanstaende foljder &r ON-baser i respektive rum:

a) (%(—11)7%(?)) iU={xek?|2x1 +22 — 23 =0} CE>.

0 (gt () ks (799)) 12 00, dir ey =0 by

c) (1,v3(2z — 1), V/5(62% — 62 — 1)) i R[z], utrustat med skalirprodukten
(f.9) = [, f(a)g(x)da.

80. Bestdm koordinaterna fér vektorn v = ( ?}) med avseende pa ON-basen

= (G0 () (1) 1 #
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

8. GRAM-SCHMIDTS ALGORITM, ORTOGONAL PROJEKTION

Anviand Gram-Schmidts metod for ortonormalisera vektorerna
—1
(%)(é)( 2) c E3.
1 2 1

Finn en nollskild vektor i underrummet U = {x € E* | 21 + 29 + 23 + 24 =

1
0} C E* som &r ortogonal mot u = <_12).
0

Bestdam en ON-bas i
2 2 0
2 o=[(1) (1) (4
1 3 2
1 0 0
ww={(4)-(1) (1) ==
0 0 1

Bestiam avstandet mellan punkten (%) och linjen [( % )} i E3.

= [(2).(4).(4)] =

. . 1 o
a) Bestdm den ortogonala projektionen av vektorn v = (%) pa U.

b) Finn avstandet mellan v och U.

Lat
M:{x€E4 | 1+ 22+ 235 +24 =0, 21 + 223 + 23 + 424 = 0} c E.
a) Bestidm en ON-bas i det ortogonala komplementet, M=, till M.
0

b) Skriv vektorn w = (8> som en summa w = u + v, dir v € M och
1

ve ML,

Rummet R[x]2 forses med skaldrprodukten

1 1
() =3 [ F@(a)da.
-1
Bestdm med Gram-Schmidts metod, utgaende fran basen (1, x,z?), en ON-bas
i R[z]2. Visa att

(3&0 + ag)(?)bo + bg) n a1by n 4asbsy
9 3 45

(ap + a1z + asx?, by + bz + b2x2> =

Lat U = span{l + = — 22} C R[z]. Bestim ON-baser i U och U~.



9. Basbyte, ON-baser och
isometrier

e

).

Lésning: Avbildningen &r definierad genom S(u) = —u och S(z) = z for L u. Om

v och w Ar tva linjirt oberoende vektorer i ut s& bildar b = (u, v, w) en bas i E*, med
o . -1 1 .
avseende pa vilken [S], = L ) Genom att multiplicera med basbytesmatrisen

Exempel 9: Lat S : E3 — E? vara speglingen i planet med normalvektor u = (

Bestdm matrisen for S i standardbasen.

Ty fran hoger och Tep fran vénster far vi matrisen i standardbasen e for S, enligt

formeln
[S]g = TQQ[S]QT e

1
Forsta steget blir att finna v och w. Tva mdjliga alternativ dr v = (—01) och

1
w = ( 0 ), men for att underlitta berdkningarna lingre fram viljer vi istéllet tva

_ 1 1 . }
ortonormerade vektorer i ut: v = &= (—1) ochw= -+ ( 1 ) Pa samma sitt nor-
V2 \ o V6 2
1

merar vi vektorn u och far en ON-bas b = (\/LS (i) ' 75 (—(1)1) , \/Lg ( %2)) i vilken

matrisen for S har den angivan formen. Basbytesmatrisen 7., har basvektorerna i
b som kolonner, d v s

Tep = | 1/V3-1/v2 1/V6

1/vV3 1/vV2 1/V6
1/v/3 0 —2//6 .

Den andra basbytenmatrisen fas som Ty, = 7T.,'. Eftersom vi valde b till att vara
en ON-bas s& ér T, en ortogonal matris, och dérmed giller

1/v/3 1/v/3 1/V3
Tye =T, =T, = 1/v2-1/v2 o .
. o 1/V6 1/3/6 —2/V6

1/vV3 —1/v/2 1/v6 1 1/V2 —1/v2 0
1/vV3 0 -2/V/6 1) \1/v6 1/v6 —2/V6
L[l 2 -2
=3(—2 1 -2

-2 -2 1

(1/¢§ 1/vV2 16\ /-1 1/V3 1/V3  1/V3

Alternativ l6sning: Formeln for den ortogonala projektionen av x € E? pa vek-

torn u dr Py,(x) = %u = Z?;a:. Speglingen S fas som S(x) = © — 2P, (x) =

23
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9. BASBYTE, ON-BASER OCH ISOMETRIER

(Hg — ZT“;) x (kontrollera sjilv att w — —u och v — v f6r v L u). Matrisen for S

ar alltsa

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

. 1 -2 -2

uwtu 3 9 _9 1

Visa att f1 = (é), fo= ((%)), f3s= (%) bildar en bas

i i R3. Bestiim koordinaterna for z = (1?4) i i

0
Lat u = (é) € E3. Bestiim en ON-bas b i E? sidan att [u], = (\%)
Tva baser w och v for ett vektorrum V &r relaterade genom bassambandet

v = u1 + u2 + us,
V2 = Uy + us,
V2 = us.

Bestdm det omvénda bassambandet, och ange matriserna T3, och Ty 4.

Vektorrummet V' har en bas u = (u1, u2,us). En ny bas b = (b1, ba, b3) definie-
ras genom
by = 2u1 + wu2 + us,
by = —u1 + w2 — us,
by = 2u; + 3uz — us.
a) Bestdm basbytesmatriserna Ty, och Tp.

b) Bestim koordinaterna for vektorn v = 3e; — 2e3 + e3 1 basen b samt
koordinaterna for vektorn w = 3b; — 2bs + b3 i basen w.

¢) Bestdm koordinaterna fér vektorn w — v i vardera av baserna b och w.

Tvé baser u och v i R? uppfyller T,,, = (] 3?). Linjen I C R? har ekvationen
z1 + 22 = 2 1 basen u. Vilken &dr dess ekvation i v ?

o 1 1 3
Latu-\/g(%)EIE.

a) Bestém en ON-bas f for E? sadan att [u]f = (

).

oo
N————

b) Bestdm en bas b for E? sadan att [u,

Il
O

c) Bestam basbytesmatrisen T} f.

Lat Py : E* — E* vara den ortogonala projektionen av E* pa underrummet
U={z€E" |21 +as+a24=0, 21 + 225 + 23 + 224 = 0}.

a) Finn en ON-bas i U.
b) Finn en ON-bas i U*.



95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

25

c¢) Finn matrisen for Py i standardbasen i E4.

Lat F : E® — E? vara rotationen kring axeln L = [(—11)} med vinkeln 7.

Bestam F':s matris i standardbasen.

1
Lat S : E3 — E3 vara speglingen i normalplanet till ( 711). Bestdm matrisen

for S i standardbasen. Verifiera att matrisen &r ortogonal.

Givet ortogonala matriser A, B € R™"*", visa att AB, A'B, AB! och A'B!
ocksa &r ortogonala.

Givet en vektor u € V' av lingd ett, lat F'(v) = v — 2(v, u)u. Visa att

a) F ér en linjir, isometrisk avbildning pa V,
b) (F(v),w) = (v, F(w)) for alla v,w € V, samt
c) F%(v)=wvforallaveV.

Tolka F' geometriskt.

Avbildningen F : R[x]y — R[z]s ges i basen b = (1, z, 2%) av matrisen ((8)

oo

(=) Vle)
N———

Bestdm dess matris i
a) basen (1, (z—1)%, (z+1)?),
b) basen (z —1, z(z—1), 2* +1).

1
Lat M = {x € E' | 21 + 23+ 24 = 22 — 23+ 24 = 0}, och u = (%)
4

a) Bestdm matriserna for Py respektive Pys. i standardbasen.

b) Berdkna Pys(u) och Pysi(u), samt avstanden fran u till M respektive
M*.

c) Lat F : E* — E* vara projektionen pa M parallellt med underrummet

1 1
N = [( (1)1> , ( (2)1)} och lat G vara projektionen pa N parallellt med
M. Bestdm matriserna i standardbasen for F' respektive G.

d) Berikna F'(u) och G(u).

Vilka av foljande avbildningar E? — E3 4r isometrier?

.. 1 1 V3 V2
b) Fy(z) = Az, dir A= wl2 o —vay),
1-v3 V2

¢) Fs3(z)=z+uxx, diruelE? i nigon fix vektor.

)

A) Fiz)=Be, dir B=1(131),
)
[



26 9. BASBYTE, ON-BASER OCH ISOMETRIER

102. Lat F': V — V vara en isometri pa ett tvadimensionellt euklidiskt rum V',
sddan att F(v) = v for ndgon nollskild vektor v € E2. Visa att det finns en
ON-bas i V sadan att F:s matris med avseende pa denna bas &r (§ ;).

103. Visa att for varje isometri F' pa ett euklidiskt rum V' géller att det(F) = £1.

104. Lat F : V — V vara en linjir avbildning pa ett dndligt genererat eukli-
diskt rum V. Visa att om F har en symmetrisk matris med avseende pa nagon
ON-bas i V sa dr F':s matris med avseende pa varje annan ON-bas ocksa sym-
metrisk.

105. Lat F : E2 — E2 vara en isometri. Visa att F:s matris i standardbasen
antingen &r lika med

(cosa T oz) eller <cosa s > for nagot « € [0, 27].

sina  cosa sinae —cosa

106. Visa att varje isometrisk avbildning F' : V. — V pa ett dndligt genererat
euklidiskt rum &r bijektiv.

107. Lat T € R3*3 vara en ortogonal matris. Visa att for alla x,y € E? giller att
T(xxy)=+(Tz x Ty). For vilka T dr T'(xxy) =Tz x Ty?



10. Egenviarden och egenvektorer,
diagonalisering

Exempel 10: Bestdm samtliga egenvirden och egenvektorer till den linjira av-
bildning F : R3 — R? som i standardbasen ges av matrisen

1 -1 -1
A=11 -1 0
1 0 -1

Lésning: Ett tal A € R &r enligt definition ett egenvérde till F' om F(x) = Az for
nigon nollskild vektor z € R3. Vi har F(x) = Ax, och

Fx)= e Ar= X r & Az — =04 (A — \3)z =0.

Det finns 2 € R \ {0} s& att sista villkoret &r uppfyllt om och endast om det(A —
Al3) = 0.
Vi undersoker for vilka A € R som det(A — Al3) = 0:

1-x -1 ~1
det(A—Alz)=| 1 —1-XA 0
1 0  -1-2A

=1 =N(=1=X?+0+0—(=1)(=1=X) = (=1)(=1 = X)
= (1= =N)(=1=X)+2)=(-1=X)A\+1).

Vi ser att A = —1 ar det enda nollstéllet till ovanstaende uttryck, —1 &r alltsa det
enda egenvirdet. Eftersom den algebraiska multipliciteten &r ett, sa har egenrummet
till —1 dimension ett, och F &r alltsa inte diagonaliserbar.

Vi riknar ut egenvektorerna (d v s egenrummet) till A = —1 genom att 1sa
ekvationssystemet (A — (—1)I3)x =0:

2 -1 -1 1 00
(A-(-Dls)z=(A+I3)z=[1 0 0 |~]0 1 1
1 0 0 0 0 O
vilket ger 16sningen z =t (jl)l) , t € R. Den enda vektorn v = (jl)l utgor alltsa

en bas i egenrummet £_1(F), och varje annan egenvektor dr en multipel av denna.
O

108. Verifiera att nedanstaende vektorer dr egenvektorer till de givna avbildning-
arna. Ange motsvarande egenvirden.

a) Vektorn v = (}) till avbildningen F : R? — R?, z —

20%)a.
b) v= (_51) till G : R? — R3, G(z) = A, diir A = (? 7

(
0
21
0 3

27



28 10. EGENVARDEN OCH EGENVEKTORER, DIAGONALISERING

c)w:(fNMHﬂWﬁRaxHBaﬁﬂﬁza b,ﬁ+N:L
1—a b—a

d) uweE* {0} till p:E" - E" o(z) =2 — (z,u)u.
e) e (dira € R) till D: C(R) — C(R), f— [’

109. Verifiera att foljande tal &r egenvirden till de givna avbildningarna. Finn
motsvarande egenvektorer.

a) 2+ V2l F:R? - R% F(z) = (1)

1 2 =2
b) 3tilG:R3 - R? o A, dir A=| 2 1 2
-2 2 2

¢) —1 till avbildningen H fran féregaende uppgift.

d) b till avbildningen J : R® — R3, 2+ Bz, diir B =

o O Q
S o=
o~ O

e) ntill S:Rz], — Rlz],, f(x) — zf'(z).
f) 0 till en godtycklig icke-inverterbar linjir avbildning T: V — V.

110. Bestdm egenvirden och motsvarande egenvektorer till avbildningen F' : R” —
R™ (n = 2,3), som i standardbasen ges av matrisen

DAt wee()

2 0 -1 00 a
¢ C=(0 2 -1}, d) D=(0 a 0] ,a#0
2 2 2 a 0 0

111. Lat u och v vara linjirt oberoende egenvektorer, med egenvirden A respektive
u, till en linjdr avbildning F. For vilka virden pa A och p &r dven u + v en
egenvektor, och vad &r i sa fall dess egenvirde?

1 2 -1
112. Finn egenvirden och egenvektorer till A%, da A= (0 -1 2
1 1 1

113. Finn egenviirdena till matrisen A = , a € R.For vilka vérden

o O~
O = Q
—Q = O
Q R OO

pa a dr A diagonaliserbar?

114. Den linjara avbildningen F : R3 — R? har i standardbasen matrisen

2 1 2
A=|a 2 a-3], dédr a € R.
1 -1 1

For vilka viarden pa konstanten a dr avbildningen F' diagonaliserbar? For varje
sddant a, bestim en bas i R? bestdende av egenvektorer till F, och ange F':s
matris med avseende pa denna bas.
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115. Den linjira avbildningen F : R? — R? ges i standardbasen av matrisen

2 -1
A= (_1 . ) |
a) Bestidm en bas b for R? bestaende av egenvektorer till F, och egenviirdena
till dessa.

b) Bestdm basbytesmatriserna mellan b och standardbasen, samt F' matris
med avseende pa b.

¢) Bestdm A™ for alla n € Z.

116. Lat V vara ett vektorrum av dimension tva. Visa att varje linjir avbildning
F :V — V med negativ determinant har ett egenvérde.

117. Lat F': V — V vara en linjér avbildning, och A och B matriserna for F' med
avseende pa tva olika baser. Visa att A och B har samma sekularpolynom.
118. Rummet R?*2 har en bas E = (E11, E12, Fa1, Fag), diir
En=(48), Er=(84), Ea=(13), Ex2x=(3}).

En linjir avbildning F : R?*? — R2*2 definieras genom F(X) = BX — X B,
diar B=(179).

a) Bestdm matrisen for F' med avseende pa basen E.

b) Bestdm alla egenviirden och egenvektorer till F'.

119. Den linjira avbildningen F : E* — E* ges i standardbasen av matrisen

N
OO = =
OO = =
——= 0 O
—_ -0 O

a) Finn ett underrum U C E* sidant att F = Py.

1
b) Bestdm avstandet mellan vektorn v = ( 3 ) och U.
-5



11. Spektralsatsen

Exempel 11: Lat

A:

=N W
N O N
LW N >

Avgor om det finns en ortogonal matris T sadan att D = TAT~! #r diagonal.
Bestédm i sa fall T och D.

Losning: Att matrisen A &r symmetrisk betyder avbildningen F : E? — E3 som ges
av A i standardbasen dr symmetrisk. Enligt spektralsatsen finns nu en ON-bas b i
R3 bestaende av egenvektorer till F. Med avseende pa denna bas kommer F':s matris
att vara diagonal, och basbytesmatrisen T,;, ortogonal. Eftersom [F1, = Ty ATep
sa ger D = [F], och T' = T, de sékta matriserna.

Forst bestdmmer vi egenvirdena till F'. En skaldr A € R ar ett egenvérde till F
om och endast om det(A — Al3) = 0. Vi har

3—X 2 4 | o |1 =X 242X 0
2

det(A — Ml3)=| 2 —-A = 2 —-A 2
4 2 3-—-A 0 242\ —1-2A\
r1/(1 4+ X) -1 2 0
TN 14N 2 A 2 =14+ N2B-)).
0 2 -1
Egenvirdena ar alltsa Ay = —1 och A2 = 8.
Egenvektorer med egenviirde \ ér de € R som uppfyller (A — Al3)z = 0. For
4 2 4 1 1/2 1
det forsta egenvirdet, Ay = —1, géller A—\I3=[2 1 2| ~|0 O O0],sa
4 2 4 0 0 O

(A—MI3)z =0 om och endast om = = s (711)/2) +t (7(1)1) for s,t € R. Vektorerna

1 _
u; = ( 2 ) och ugy = ( (1)1) utgor alltsa en bas i egenrummet £_1 (F).

Eftersom A (och dirmed F') &r symmetrisk, sa vet vi att egenvektorer med
egenvirde Ao = 8 maste vara ortogonala mot £_1(F'). Dérav foljer att E(F) =

E(F)t = [(;)] (man kan naturligtvis dven bestdmma egenvektorerna till A,
med standardmetoden). Vektorn us = (;) utgdr en bas i Eg(F).

Nu #r u = (u1,u2,u3) en bas i R3, bestdende av egenvektorer till F. Med

5 -1
Gram-Schmidts algoritm ortonormaliseras w1, us, och vi far by = % ( 2 ), by =

—4
ﬁg (—52), som alltsa bildar en ON-bas i £_1(F). Eftersom ug redan &r ortogonal
mot de andra basvektorerna ricker det att normalisera den: by = % (z) Nu ar

b = (b1, b2, b3) en ON-bas i E3, bestaende av egenvektorer till F. Matrisen for F i b

30
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ar nu diagonal, med egenvirdena pa diagonalen:

-1 0 0
D=[F,=|0 -1 0
0 0 8

Basbytesmatrisen 7, fas genom att sétta ON-basvektorerna by, b2, bs som kolonner:

] -3 —4 25
T.p = 6 —2 5
3B\ o 5 o5

11
120. Lat A=(1 1
0 2

=N O

a) Avgor om A dr diagonaliserbar eller ej.

b) Bestim egenvirden och egenvektorer till A.

121. Lat
2 1 2
A=la 2 a-—3
1 -1 1

For vilka virden pa konstanten a € R #r avbildningen F : R? — R3, z — Ax
diagonaliserbar? ON-diagonaliserbar? Ange i forekommande fall en bas i R3
bestaende av egenvektorer till F'.

122. Den linjira operatorn F pa E? har i standardbasen e matrisen

2 1 a
A=11 2 —-a
a 0 1

a) For vilka a € R finns en ON-bas i E3 bestaende av egenvektorer till F' ?
Ange i forekommande fall en sadan bas.

b) For vilka a € R &r F diagonaliserbar? Ange i forekommande fall en bas f
i E? bestdaende av egenvektorer till F', och basbytesmatrisen T, -

123. Lat F': V — V vara en linjir avbildning pa ett euklidiskt rum V', b en ON-bas
iV,och A=[FJy

a) Visa att F' dr en symmetrisk avbildning (d v s (F(u),v) = (u, F(v)) for
alla u,v € V) om och endast om matrisen A dr symmetrisk.

b) Visa att A® = —A om och endast om (F(u),u) =0 for alla u € V.

124. Lat V vara ett euklidiskt rum av dimension minst tva, och € V en nollskild

vektor. Den linjéra operatorn s, : V' — V definieras genom s, (v) = v—25ue)

(a:,a:)x .

Ar s, symmetrisk? Diagonaliserbar? Bestéim alla egenviirden till s, .



12. Kvadratiska former,
andragradsytor

Exempel 12: Funktionen ¢ : E> — R, ¢(z) = 327 + 5z122 + 323 dr en kvadratisk
form pa E?. Bestdm en ON-bas f i E? och A1, A2 € R sddana att g(z) = M\y? + Aoy3

for y = (y3) = [2];.

wn

Losning: 1 standardbasen ges ¢ av den symmetriska matrisen A = (5:;2 5g2 ), dvs

q(z) = 2" Az for alla x € E2. Enligt spektralsatsen finns en ON-bas f = (f1, fa
bestaende av egenvektorer till A. Med avseende pa denna bas kommer g(x)
at Az = y' Dy = Myt + Aoy3, om y = (1) = [2]5, D = (% ) och A, he € R éir
egenvirdena tillhorande f; respektive f.

Egenvirden till A &r nollstéllena till sekularpolynomet

det(A — M) = ‘357; 3512A’ = (% - >\> (1—21 - )\) ,

alltsa Ay = 1/2 och Ay = 11/2.
Egenvektorer till A\; fas genom att 15sa ekvationen (A — A\1ly)z = 0:

1 (52 52 11y (1) .
A_)\1H2—A_§H2—(5/2 5/2>N<0 0), :C—t(_l) for t € R.

Eftersom A #r symmetrisk édr egenvektorer med egenviirde A2 = 11/2 ortogonala
mot sddana med egenviirde A; = 1/2, alltsé &r £x,(A) = [(1Y)] T = ()]
Satt f1 = \/Li (1) och fo = \%(%) Nu ér f = (f1,f2) ON-bas sadan att

q(x) = $yi + Hu3 for y = (43) = [ O

~—

125. Vilka av foljande uttryck for ¢ : R? — R? definierar kvadratiska former?

a) q(v) = 2% + z1200 — 23,

b) q(x) = 3z'a,

c) q(z)=1—22 — 22,

d) q(z) =22 + 20 — x%
2 1 0

e) qlx)=x'Az, dir A=|[1 2 -9],
0 -9 -1

0o -1 1

f) g(x)=2'Bx,dirB=|1 0 5],

-1 -5 0

g) q(z) = —(z,), dir (-,-) &r nagon skalirprodukt pa R3.
h) g(x) = (z,y), dér (-,-) dr en skalirprodukt och y € R? en fix vektor.
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126. Bestdm den symmetriska matris som i standardbasen svarar mot den kvadra-
tiska formen ¢ : R3 — R, om
a) q(x) = a3 + 23 + 3a8,
b) ¢(x) = x122 + Sz123 — 22223,
1 2 3
c) qx) =x2tAxr, dir A= [0 2 1
1 -1 0

127. Den kvadratiska formen ¢ pa E? ges av q(z) = (41 + 372)r2. Bestim en
ON-bas f = (f1, f2) i E* och A1, Ay € R s att g(z) = Myf + Aoy3, for @ =
y1f1+y2fo.

128. Avgér om den kurva i E2 som ges av ekvationen x% + 6z129 + x% =1 ar
en cirkel, ellips eller en hyperbel. Bestim dess avstand till origo, samt vilka
punkter pa kurvan som ligger ndrmast origo.

129. Bestém signaturen hos den kvadratiska formen ¢(z) = 2% + %x% +223+ 21230+
x123+ 203 PA R3. Avgor typen av den yta i E3 som definieras genom g(x) = 1.

130. Bestdm typ, avstand till origo och de punkter som ligger nirmast origo pa
foljande ytor i E3:
a) Vi ={x€E?|2?— 23 — 2523 + 22125 — 42123 — 162023 = 1}
b) Yo = {z € E3 | 22 4+ 323 — 323 + 4x120 — 22173 — 87073 = 1}
c) Y3 ={zx € E3 |2} + 2x122 + 42175 + 203 + 2w073 + 923 = T}

131. Om en ellipsoid har ekvationen

y_% + y_?z’ =1

b2 2

iett ON-system (d v's y1, Y2, y3 dr koordinater m.a.p. en ON-bas), sa kallas y;-,
yo- och ys-axlarna for dess huvudazlar. Bestdm huvudaxlarna for ellipsoiden

yi

a2+

E ={x € B® | 527 + 523 + 822 + 4wy 29 + 22123 + 22923 = 1}.

132. Visa att determinantavbildningen det : R?*?2 — R, A+ det(A) &r en kvadra-
tisk form pa R2*2 och bestdm dess signatur. Ar det : R3*3 — R, A + det(A)
en kvadratisk form pa R3*3 ?

133. Bestdm de delméngder av R som upptriader som viardeméangder till kvadra-
tiska former. Visa hur virdeméngden till en kvadratisk form kan avlisas ur
signaturen.

134. Lat n vara ett positivt heltal. Méangden K av alla kvadratiska former ¢ :
R™ — R utgor ett (dndligt genererat) underrum till vektorrummet av alla
funktioner f : R™ — R. Betrakta avbildningen F' : R"*" — K, A+ @4, dir
Qa(r) = 2t Az (hér dr alltsd # € R™ en kolonnvektor).

a) Visa att F idr linjir och surjektiv.

b) Bestdm dimensionerna av K och N (F).



13. System av
differentialekvationer

Exempel 13: Los begynnelsevirdesproblemet

y® =2y" +y — 2y,
y(0) =0, y'(0) =y"(0) = 1.

Losning: Ekvationen kan skrivas som ett system av differentialekvationer, pa ma-

trisform ,

Y 0 1 0 Y
vy ] =10 01 y
y// —92 1 2 y//

A Y

(mer kompakt Y’ = AY’). Taktiken for att 16sa detta system ir att forsoka dia-
gonalisera matrisen A, for att dirigenom dela upp systemet i tre enskilda forsta
ordningens differentialekvationer, vilka kan losas separat.

Sekularpolynomet till A &r

—A 1 O 1 - A 1 O r2-rl
det(A—AI3)=| 0 —A 1 [SHefely o p |
-2 1 2-A 1-X 1 2-2X
1—A 1 0
0 —1-X 1 :(1_)\)(_1_/\)(2_/\)7
0 0 2—-A
sa A har egenviirdena A = —1, Ay = 1 och A3 = 2, och &r alltsa diagonaliser-

bar. Egenvektorer till egenviirdet \; (i = 1,2,3) &r de nollskilda 16sningarna till
ekvationen (A — \;I3)z = 0. Utriikning ger &y, (A) = [v;], dir

w=() u=(}) w=(l).

-1
Dessa tre vektorer bildar en bas v = (v, v2,v3) i R3, och Tg_ylATgy = ( 9

)=D.

NO O

0
1
0
uy

Om nu u = (uz) =[Y]y =Ty.Y =T.,'Y sa ér

us

u = (@i ) =TV =T )AY = T ' AT, u = Du
uj - - T

vilket betyder att

’

Uy = —Uuq,
/

Uy = U2,
o

us = 2us
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Dessa ekvationer har 16sningarna uq(t) = cie™%, ua(t) = cze? och uz(t) = cze? med
godtyckliga parametrar c;, ¢, c3 € R. Insatt i formeln Y = T¢ ,u ger detta

y(t) = cre™t + cael + c3e?,
Y (t) = —cret + caet + 2c3e?,

y"(t) = cre™t + coel + 4cze?t.

Initialvillkoren y(0) = 0, ¢'(0) = 3”(0) = 1 ger nu upphov till f5ljande ekvation:

y(0) u1(0) . .
(4) - (5’«0)) _7, (u;w)) 7, (B) = (413)(8).
! y"'(0) 7 \us(0) T\ 114 c3

c —1/3
Med Gauflelimination far man fram (cé) = ( 1(/){3 )
c3
Vart begynnelsevirdesproblem har alltsa 16sningen y(t) = % (e2t - e*t). O

135. Los systemet av differentialekvationer:

vy = 4y1 + 2y + 23,
yh = 2y1 + 4y + 23,
yh = 2y1 + 2y + 4ys.

136. Los nedanstaende differentialekvationer /system av differentialekvationer. Pro-
va att ldgga till nagra olika begynnelsevirden, och se hur det paverkar 16sningen.

i {y’l =2y +
Yy = 1+ V2.
vi= U — Y

i) ¢ vy =—y1 + 2y2 — ys,
Y3 = —Yy2 + 2ys.

i) vy’ —4y' +y=0.

137. Lat A € R™ "™ vara diagonaliserbar med egenvirden Aq,

<y Ap, och y =
Y1
( : ), dér y1, ...,y &r kontinuerligt deriverbara funktioner pa R. Visa att
y'rL
om 3y’ = Ay s #r varje y; en linjirkombination av funktionerna e*t?, ... e*t,

138. Talfoljden {a,}nen definieras rekursivt genom ag = 0, a3 = 1 och

Ay = 5ap_1 —4a,_2 for n>2.

Bestdm en sluten formel for a,,.

139. Los nedanstaende begynnelsevirdesproblem:

{y’(t) = z(t) + V2y(t) + et z(0) = V2, y(0) = 0.



14. Blandade problem

140. Lat

11
A=1|1 2
2 1

(G20l V)

Bestidm baser i viirderum och nollrum till avbildningen F : R3 — R3, 2 +— Aux.

141. a) Ange en linjirt oberoende delmingd av

(-0 () (e

b) Utvidga den linjért oberoende méngden fran a) till en bas i R*.

=

142. a) Ge definitionen av en bas i ett linjért rum.

b) Avgor for vilka virden pa konstanten a € R som
=(8) = (5) w = (2)
V1 = 0/’ V2 = (11' y U3 = b
bildar en bas i R3.

c) Om a = 0 sa ér v = (v1,v2,v3) fran b) en bas i R3. Bestim matrisen
for koordinatbytet fran standardbasen ¢ till v (d v s den matris T' som
uppfyller [z], = T[], for alla z € R?).

143. Lat

a) Bestdm en ON-bas i U.
b) Utvidga b till en ON-bas i E*.

¢) Visa att de vektorer du lade till i b) bildar en ON-bas i det ortogonala
komplementet U+ C E* till U.

144. Delrummet M av R?* spanns upp av vektorerna

i i i i 0
Ur=\1J),U2=\1g)uUus=\(2),Us=\|71],Us=1| 22 |-
1 0 2 0 1

a) Ange en bas i M bland dessa vektorer. Bestéim M:s dimension.
b) Bestidm en ON-bas i M.
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3
¢) Bestdm projektionen av vektorn v = <§) pa M.
2

145. Lat Ei = (§0), B12=(8¢), B21 = (99), B2 = (379)-
a) Visa att £ = (FE11, F12, F21, F22,) dr en bas i rummet R?*2 av 2 x2-
matriser.

b) Lat F : R?*? — R?*2 vara den linjira avbildning som ges av F(A) =
1(A — A'). Finn matrisen for F i basen E.

c) Bestdm en bas i N(F') och en bas i V(F) (basvektorerna skall anges som
2 x 2-matriser, ej som koordinatvektorer).

146. a) Bestdm egenviirden och egenvektorer till den avbildning som i standard-
basen ges av matrisen

A:

N DN

2 2
3 0
0 3

Y1 = Y1 + 2y2 + 2ys,
b) Los systemet yh = 2y1 + 3ya,

ys = 2y1 + 3ys.

147. Lat F :E? — E3 vara speglingen i normalplanet till vektorn u = (

=N
~—

Bestam F':s matris i standardbasen.

148. Lat
1

1

1[-1 1
A‘i 1
1

v

I
O =N
SN =
= o O

—1
1
a) Visa att avbildningen F : E* — E*, 2 +— Az &r en isometri.
b) Finn en ON-bas i R® med avseende pa skaldrprodukten (x,y) = x'By.

¢) Med skaldrprodukten fran b), bestéim den ortogonala projektionen av vek-
1L
torn v = (i) pa [(é)} c R3.

149. Lat RIx" = {A € R™" | A" = A} vara rummet av symmetriska n x n-

matriser.

2%2
sym*

b) Avgor om din avbildning &dr injektiv/surjektiv/bijektiv.

a) Ge exempel pa en linjar avbildning fran R[z]; till R

2X2
sym*

c) Ge ett exempel pa en bijektiv linjir avbildning fran Rlz]s till R

150. En yta i E3 ges av ekvationen
4x% + 4x§ + 73:% — 8xr1x0 + 4x173 + 42Xz = 2.

Bestdm ytans typ, minsta avstand till origo, samt i vilka punkter detta avstand
antas.



38 14. BLANDADE PROBLEM

151. a) Givet en symmetrisk nxn-matris A, definiera en kvadratisk form Q4 :
R™ — R genom Q4(z) = 2t Az. Visa att

ﬁAy:;QAx+m—QM@—QMw)

for alla z,y € R™.

b) Lat ¢ : R® — R vara en kvadratisk form. Visa att funktionen

(1) B X B = R, (aly) = 34l +9) — a(z) — a(y)

uppfyller féljande villkor for alla z,y,z € R", A € R:
i) (2ly) = (yla),
i) (z+ylz) = (2]2) + (yl2),
i) (Arly) = Az[y)-
c) Visa att (-|-) &r en skaldrprodukt pa R™ om och endast om sign(q) =
(n,0,0).

1 0 V2
152. Lat A= 0 -1 0

V2 0 0

a) Avbildningen F : R?* — R3 ges i standardbasen av matrisen A. Bestdm
egenvirdena till ', samt baser i motsvarande egenrum.

b) Bestim signaturen av den kvadratiska formen ¢(z) = x' Az.

¢) Los foljande system av differentialekvationer:

d(t) = a(t) +v2z(t)
y'(t) =-y@) , 2(0)=0, y(0)==z(0)=1.
2(t) =+2x(t)

153. En linjar avbildning F': V' — V kallas nilpotent om F™ = 0 for nagot m € N.
Bevisa foljande pastaenden:
a) Om F #r en nilpotent avbildning sa &r N(F) # 0.
b) En nilpotent avbildning har inga nollskilda egenvirden.

¢) Om F':s matris i nagon bas ir 6vre triangulér, sa dr F nilpotent (en matris

kallas ovre triangulir om samtliga element pa och under diagonalen dr lika
med noll).

d) Om F — I &r nilpotent sa dr X\ ett egenvérde till F (hir betecknar 1
identitetsavbildningen pa V., d v s I(v) = v for allav € V).

e) Om F — Al dr nilpotent sa &r A det enda egenviirdet till F'.

f) Om F — AL dr nilpotent, men inte noll, sa &r F inte diagonaliserbar.

154. Visa att det finns en unik inre produkt i R? pa formen

(r,y) = criz1y1 + c1221y2 + c2172Y1 + Co22Y2,

sddan att by = (3) och by = (3) utgdér en ON-bas i R? med avseende pa denna
inre produkt. Bestdm dven alla 2 x 2-matriser A sadana att (x,y) = (Ax)e(Ay).
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155. En linjir operator ' : V — V pa ett dndligt genererat vektorrum V' har ma-
trisen AienbaswuiV, och A2 = A. Visa att F #r diagonaliserbar (d v s att det
finns en bas f i V bestaende av egenvektorer till F'), och bestdm egenvirdena.
Du kan forst visa foljande delsteg:

a) F(v) =wv for alla v € V(F).
b) V(F)NN(F)={0}.

¢) Omuv = (v1,...,v;) &ren basi V(F) och w = (w1, ..., wy) en bas i N(F)
sa dr b = (v1,...,0, W1, ..., W) en basi V.

d) Basvektorerna i b dr egenvektorer till F.



1 a) (z,y,2)=(1—5¢,t,3t), dir t € R.
b) (’LU,J?,y,Z):(—5S—t,s,38,t), S,t,ER,
¢) (w,z,y,2)=(1-9t, —1+¢t,1+2t,4t), teR,
d) (w,z,y,2) =(-3+3s+t,s,t,4—>5s), s,t,eR.
4 -1 4
2.6 1 7
0 -1 5

3. det A=22+3, det B=6, det C =0, det D = 129 -, det E = (1 —a)™.

0o 1 -1
4.AT=11 0 -1
-1 -1 3

13 -8 —-11 2
S X=|—-4 2 2 0
—-6 6 8 -1
6. a) Matrisen S #r inverterbar, eftersom det S # 0.
g-1_1 ( -1 \/E)
2\ —v/3 -1

b) X =4I,

7. A &r inverterbar om och endast om x ¢ {—2,1}. I detta fall dr

1 r+1 -1 -1

—1
S S T |
@+2)@e-D\ 1 1 g41

12. a) och c) spinner upp R?, b) och d) gor det inte.

13. a) och b) ér linjért oberoende, ¢) och d) ér linjért beroende.
1. b# -1

15. a=2

16. Inklusionen U C W ir #kta, ty (—(1)1) ¢ U. Diaremot dr W = R3.

1 1
17. Exempelvis u = (g) Vihar M NN = {(g)]
0 0

18 a)veN,w¢gN,

40
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b) a =1,
¢) N={zeR*|z; — x5 — 3 =0}

22. Endast méngden a) ér en bas i R3.

1 2
23. Exempelvis v; = (%), Vg = ( (3) )
0 —1

24. Varje w € R? som uppfyller 19w; + wy — 7wz # 0 fungerar.

26. Exempelvis v = (v1,v3) dr en bas i U, och

27. De ligger i den linjara holjet av vektorerna (Zé) och (i), och maste darfor

vara linjért beroende.

28.  a) Varje par av de genererande vektorerna u; utgor en bas i M.
b) a=-1
¢) [v]y = (7)1 basen u = (u1,uz).

29. En bas i U &r (exempelvis) (f1, f2, fa). For att fa en bas i hela R[z]|3 kan man
till exempel ligga till g(x) = 1.

3 oma¢{-6,1},
32. dimU = ¢ 2 om a = —6,

1 oma=1.

33. En bas i R¥ i#r exempelvis f= (fi)i,, dir f;: X — R ges av

fi(x):{l om x =1,

0 om z #i.

—11
Koordinatvektorn for g blir da [g]y = (;2 )
5

38. A= (—(1)2 ? 7(1)1 ) Kolonnerna i A ar standardbasvektorernas bilder.

39F(%):<§1)’ F(—(l)l):(—%z)’ F(—%):(E%)

40. Avbildningarna G, I, L, M och N &r linjara, F' och H &r det inte.

= (3 2.

483. Ekvationen &ar 16sbar nérhelst y = (%E) uppfyller 2y; + yo2 — ys # 0.

b o = (o )

< har

b) [Gl=1—[F]=...
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2 0 -2
cosa —sina cosae 0
T L N )
48. Om v, w € R? har lingd ett och #r vinkelrita mot varandra och mot u (d v s
- 00 0 -
u;v =0 etc.) sa &r [F(y0,z) = (8 o 91)' Eftersom [F]?u%z) = —[Fl(u,») sa ar
F3=-F.

0. Om = = si ], = (G0 )

54. Lat V och W vara dndligt genererade vektorrum, och v = (v1,...,v,) en bas i
V.Om ¢ : V — W ér en bijektiv linjir avbildning sa ér (p(v1),...,»(vy,)) en bas i
W, och dérfor &r dimW =n =dim V.

Om man istéllet antar att dimW = dimV = n, sa finns en bas i W med n
element, sig w = (w1, ..., wy). Da definierar p(Avy + -+ + Apvp) = \qwr + -+ +
Apwy, en bijektiv linjar avbildning ¢ : V — W.

55. a) Samtliga. b) w1, €] va och vs.
56. N(F) = [(53)}

57 a) Ja. N(F)= [( ! )} V(F) = R2.

—1
2
b) Nej. Homogenitetsvillkoret G(Az) = AG(z) dr exempelvis inte uppfyllt.

¢) Ja. N(H)=[2%2%], V(H) = {((1)),((1))}

0
59. a) Det gar inte. b) Exempelvis F(x) = Az, ddr A = (Z% % %).

60. 1 N(F?) dr (eq,e3) en bas, och ey &r en bas i N(F) N V(F).
61. Exempelvis (§}).
62. dimN'(F) =0, dimV(F) = 4.

66. a) Om u,v € U', A € R sa far vi F(Au +v) = AF(u) + F(v) € U ty
F(u),F(v) € U och U ér ett delrum.

b) Daz e U & F(x)=s (é) for nagot s € R foljer att U’ utgors av 16sningarna
till det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

4 3 3| s 1 0 0]s
1 -1 1] 2s ~ 0 -1 1|s
1 -2 2| 3s 0 0 00

Av den sista matrisen framgér att U’ = {z € R3 | 1 = 5,23 = x5 + s} vilket
betyder att U’ = [((1)) , (?)}
68.  a) Losningsrummet har dimension tva.
b) Ekvationen &r inte 13sbar for alla b.

¢) Tva linjért oberoende losningar.



70. |3e1 + 4eq — bes| = 5v/2

71. (u,v) =8

st (1) ()

1
82. Exempelvis L (_01>
0

dessa tva vektorer.

83. Exempelvis

85. a) Py(v :7(

b) avstandet dr ——

1
8
T

—11

34

<
)
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87. ON-basen i R[z]2 (som Gram-Schmidt frambringar) dr (1 V3, é(?)x? - 1))
En ON-bas i U ir (1/% (1—|—a:—m2)).

En ON-bas i Ut &r <\/§(1 —2z), \/75 (1- 3x2)).

88. Koordinatvektorn &r [z]f =

(5

90.
Ul = V1 — V2, 100
Uy = Vg — V3, T.,.= |1 1 0
Uy = vs, 1 1 1
3 .
91, a) Thu= -1 1 1 Ty = 1
11 _3 - 1
2 1 1
—7/4 10
b = 24), b= (4
19/4 7
@[w—ﬂg—(_@J, w—ﬂg—(Q
92. Y2 = 2.
1
93.  a) Till exempel f; = % (_1), fa=u, f3=

b) Till exempel by = % (é),

= O O
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1
b) Till exempel <% (21> , %
2

98. Om (v1,...,v,_1) dr en ON-bas i ut, s& &r b = (v1,...,v,_1,u) en ON-bas i
V, F(v;) = v; och F(u) = —u. Eftersom b avbildas pa ON-basen (vi,...,vp—1, —u)
sa dr F' isometrisk (man verifierar direkt att den ér linjér). Ekvationen b) kan man
visa genom att séitta in v = au 4+ 9, w = fu + ¥, med o, f € R och ¥,% € ut, i
hoger- och véinsterled. Geometrisk dr F' speglingen i det ortogonala komplementet
(normalplanet, i det tredimensionella fallet) till w.

99.
1 0 —4 4 1 1 3 2
a) 5|0 -1 -1 by 5|1 -1 -2
0 1 1 -1 1 2
100.  a)
2 0 -1 -1 1 0 1 1
110 2 1 -1 110 1 -1 1
[PM]e—g 1 1 1 0 7[PML]9—H4_[P]9__ 1 -1 2 0
-1 -1 0 1 1 1 0 2

LA,
0
-2 -1 -2 -4 3 1 2 4
-4 -1 -2 -6 4 2 2 6
[F]Q: -1 0 0 T [G]£:H4 - [F]QZ 1 0 1 1
3 1 2 5 -3 -1 -2 -4
—26 27
d) Flu) = () Glu) = u— Flu) = ( )
31 —27

101. Avbildningarna Fy, F5 och Fj, ar isometrier.
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107. T(xxy) = (Tz x Ty) for alla x,y € E3 om och endast om T &r en ortogonal
matris med detT = 1.

108. Egenviirden: a)3, b)2, c)1, d)1—|ul?, e)a.
. 1 1 —b
109. Egenvektorer: a) (1+\/§) ((1)) ( ) ) (52)
d) (v2a) ) z" f) N(T) ~ {0}
110.  a) My =0ochv; = (2); A2=5o0chwvy=(}).
b) Ay =—=3ochv; = (2); A2 =5ochvy=(2).

¢) A=2ochv= (—(1)1).

d) Mia=aochv = ((1)),1122 (g); A3 = —a och v3 = (7(1)1)'

111. X = p.

112. Egenvirden A\; = —1, Ao = 0, A3 = 32 = 2%, motsvarande egenvektorer v; =
-3 1

(3) 0= (3) 0= (3)

113. Egenviardena &r a + % Matrisen dr diagonaliserbar for alla a € R.

114. Avbildningen F' dr diagonaliserbar om och endast om a = 1. I detta fall utgor
u; = (%), Uy = ((21)), uz = (}1) en bas av egenvektorer till F, och

3 0 0
[Fla={(0 3 0
00 -1
115.  a) Exempelvis b = (by,b2) = ((1), (1)), med egenviirden \; = 1 respek-

tive Ay = 3.

b) TQQZG _11) T_g=%G _11) [F]é:<(1) g)

. 143" 1-3"
c) A" = (1—3” 1+3”>'

N[=

b) Egenvérden Ay = —1, Ay = 0 och A3 = 1. Baser i respektive egenrum &r Fo; i

E1(F); ((18) . (69)) 1 Eo(F), samt (1 Z1) i &1(F).

wo wo=[(1).(1)] e

b) Avstandet &r v/130/2.
120. Ja, A ir diagonaliserbar. Egenviirdena dr Ay = 1—+/5, Ay = 1 och Ay = 14+/5,
1 1
motsvarande egenvektorer vy = (7\/5), vy = ( (2)1) och v = (\/5)
2 - 2

124. (sp(u),v) = (u,v) — 2882&0) — 3y g (1)), s& s, Ar symmetrisk och dirmed

(z,z)
(enligt spektralsatsen) diagonaliserbar. Dess egenviirden ér —1 och 1.
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125. a), b), e), f) och g) &r kvadratiska former.

1 00 0 1 5 11 2

126. a) (0 2 Of, b)il1 0 =2, o1 2 0
0 0 3 5 -2 0 2 0 0

127 f = (= (2), = (D)), M=-1, =4
\/571a\/5271 ) N2

129. Signaturen ér (3,0,0), ytan dr en ellipsoid.

132. Signaturen ir (2,2,0). Determinantavbildningen &r inte en kvadratisk form pa
R3*3 (ty det(AA) = A3 det(A) om A #r en 3 x 3-matris).

183. Om en kvadratisk form ¢ : V' — R har signaturen sign(q) = (r,s,t) sa &r
virdeméangden

Ry omr>0,s=0,

R¢p omr=0,s>0,

R omr,s >0,

{0} omr=s=0.

q(V) =

134. Eftersom varje kvadratisk form ¢ pa R™ kan skrivas som ¢ = Q4 = F(A) for
nagon matris A € R"*" sa ar V(F) = K, d v s F &r surjektiv.

Nollrummet N (F') bestar av alla antisymmetriska matriser (d v s matriser A
sddana att A = —A), och saledes dr dim N (F) = @ Dimensionssatsen ger nu

dim K = dim V(F) = dim R"™" — dim N'(F) = p? — "0 =D _ne 1)

2 2
o= Ae(VEDE 4 pe(VERDE
136. 1) 1) : i) i)
ba(t) = —AelVEDE 4 peVERDL,
138. a, = 5 (4" — 1) for allan € N.
139.
x(t) = ﬁi (e(‘/i’l)t + 3e(V2H1E _ Qet) ,
y(t) = 5h5 (—eV2 D 43V gt
142.  a) En bas i ett vektorrum V ér en {6ljd vektorer (vy ..., v,) som &r linjirt

oberoende och spéanner upp V.

b) v = (v1,v2,v3) utgér en bas i R? om och endast om a # =+1.

2 -1 0
cT=10 0 1
-1 1 0

1 0
143.  a) Exempelvis b = (\% (§> 7% (é))
1 0
b) Légg till exempelvis \% <_81> och \% <_(1)

90 00
145. b) [Flp = 3 (8 S0 8)-
00 00
¢) (E11, Fag, E12 + Fa1 dr en bas i N(F), den enda vektorn F15 — Fa; utgdr en bas

i V(F).
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146.  a)
148.  a) Avbildningen F ir en isometri om och endast om matrisen A ér ortogo-
nal,d vs 7T = L.

-1

b) Exempelvis % (é), %( 2 ), (%).

149.  a) Det finns manga. Nollavbildningen 0 : Rlz]s — R22, = — 0 till exem-

pel. Eller avbildningen F'(f(z)) = (;g?g ;8; )

b) Nollavbildningen ir intetdera, F #r surjektiv. Ingen linjir avbildning ¢ :

Rlz]s — RZ¥2 kan vara injektiv, eftersom dimR[z]3 = 4 > 3 = dimR2x2

implicerar N (p) # {0}.

152.  a) Egenvirdena éir \; = —1 och Ay = 2. Egenrummen

sn=[(3)- ()] so=[(F)



